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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü. Ñèëüíîå ñæàòèå ïàðîãàçîâûõ ïóçûðüêîâ ñîïðîâîæäàåò-
ñß âûñîêèìè òåìïåðàòóðàìè, äàâëåíèßìè è ïëîòíîñòßìè ñîäåðæèìîãî ïó-
çûðüêîâ, âûñîêèìè äàâëåíèßìè æèäêîñòè â èõ îêðåñòíîñòè. Ýòî ïðåäñòàâ-
ëßåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëß ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Òàê, â ñîíîõèìèè
ïóçûðåê èãðàåò ðîëü õèìè÷åñêîãî ðåàêòîðà, â ìåäèöèíå îí ïðèìåíßåòñß
äëß ðàçðóøåíèß êàìíåé â ïî÷êàõ. Ñèëüíîå ñæàòèå ïóçûðüêîâ ìîæåò âû-
çûâàòü êàâèòàöèîííîå ðàçðóøåíèå ãðåáíûõ âèíòîâ. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëßåò ýêñòðåìàëüíî ñèëüíîå ñæàòèå, ñ êîòîðûì ñâßçûâàþò òàêèå
ôåíîìåíû, êàê îäíîïóçûðüêîâàß ñîíîëþìèíåñöåíöèß è íåéòðîííàß ýìèñ-
ñèß ïðè àêóñòè÷åñêîé êàâèòàöèè. Èõ òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèß ïðèâåëè ê ôîðìèðîâàíèþ ïðåäñòàâëåíèß î òîì, ÷òî â ôè-
íàëüíîé âûñîêîñêîðîñòíîé ñòàäèè ñæàòèß â ïóçûðüêå ôîðìèðóåòñß óäàð-
íàß âîëíà, ñõîäßùàßñß ê åãî öåíòðó. Ïî ìåðå ñõîæäåíèß åå èíòåíñèâíîñòü
âîçðàñòàåò òàê, ÷òî êðàòêîâðåìåííî â öåíòðå ïóçûðüêà îáðàçóåòñß ñôåðè-
÷åñêîå ßäðî ñ î÷åíü âûñîêèìè çíà÷åíèßìè òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè, ÷òî
è âûçûâàåò ñâå÷åíèå â ïåðâîì ñëó÷àå è íåéòðîííóþ ýìèññèþ âî âòîðîì.
Òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå î òàêîì ìåõàíèçìå ýêñòðåìàëüíî ñèëü-
íîãî ñæàòèß ñîäåðæèìîãî ïóçûðüêîâ îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè î ñôå-
ðè÷íîñòè ïðîöåññà ñæàòèß. Îäíàêî â ðåàëüíîñòè ïóçûðåê âñåãäà èìååò
íåáîëüøèå îòêëîíåíèß îò ñôåðè÷åñêîé ôîðìû. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìåòîäîâ ðàñ÷åòîâ è èññëåäîâàíèå âëèßíèß èñêà-
æåíèé ñôåðè÷íîñòè ïóçûðüêà íà õàðàêòåðèñòèêè ñèëüíîãî ñæàòèß ßâëß-
þòñß àêòóàëüíûìè. Äî íàñòîßùåãî âðåìåíè ýòîò âîïðîñ ïðàêòè÷åñêè
íå èññëåäîâàëñß. Èçó÷àëîñü ëèøü âëèßíèå ðàäèàëüíîé (ñôåðè÷åñêîé) ñî-
ñòàâëßþùåé äâèæåíèß ñîäåðæèìîãî ïóçûðüêà è îêðóæàþùåé æèäêîñòè
íà ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñôåðè÷íîñòè ïóçûðüêà, íà ñòåïåíü èõ
íàðàñòàíèß. Ïðè ýòîì îáðàòíîå âëèßíèå èñêàæåíèé ñôåðè÷íîñòè íà ðàäè-
àëüíóþ ñîñòàâëßþùóþ äâèæåíèß, ÷òî ïðåäñòàâëßåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ,
íå ó÷èòûâàëîñü.
Öåëü ðàáîòû. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ñîçäàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñ-
ñëåäîâàíèß ñèëüíîãî ñæàòèß íåñôåðè÷åñêîãî (îñåñèììåòðè÷íîãî) êàâèòà-
öèîííîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè. Äëß ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå
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çàäà÷è:
 âûáðàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü;
 ðàçðàáîòàòü ýêîíîìè÷íûé ìåòîä ðàñ÷åòà;
 ïðîâåñòè ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòè.
Íàó÷íàß íîâèçíà ðàáîòû.
1. Ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå îäíîìåðíîé ìîäåëè Íèãìàòóëèíà ñèëüíîãî
ñæàòèß êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà íà îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé.
2. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèß îñåñèì-
ìåòðè÷íîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà.
3. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ ñèëüíîãî ñæà-
òèß ïóçûðüêà ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñóùåñòâåííî ýêîíîìè÷íåå êëàññè÷åñêî-
ãî ìåòîäà Ãîäóíîâà.
4. Âûßâëåí îäèí èç ñöåíàðèåâ ðàçâèòèß íåñôåðè÷íîñòè äèíàìèêè ñðå-
äû â êàâèòàöèîííîì ïóçûðüêå ïðè ñèëüíîì ñæàòèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â
ïðîöåññå ñæàòèß äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà âíóòðè ïóçûðüêà â íåñôåðè÷å-
ñêîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü âûøå, ÷åì â ñôåðè÷åñêîì.
Äîñòîâåðíîñòü îáåñïå÷èâàåòñß êîððåêòíîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ñî-
ãëàñîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ðàçíîîáðàçíûõ òåñòîâûõ è ìîäåëüíûõ
çàäà÷ ñ èõ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèßìè, ÷èñëåííûìè ðåøåíèßìè, ïîëó-
÷åííûìè àâòîðîì äðóãèìè ìåòîäàìè ðàñ÷åòà, è ÷èñëåííûìè ðåøåíèßìè
äðóãèõ àâòîðîâ.
Íàó÷íàß è ïðàêòè÷åñêàß öåííîñòü ðàáîòû. Ïðåäëîæåííûå â ðà-
áîòå ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü è ÷èñëåííûé ìåòîä ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû äëß ïðîâåäåíèß äåòàëüíîãî èçó÷åíèß âëèßíèß îòêëîíåíèé ôîðìû
ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ îò ñôåðè÷åñêîé íà ðàçâèòèå íåñôåðè÷íîñòè ïîëåé
äàâëåíèß, ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè â åãî ïîëîñòè ïðè ñèëü-
íîì ñæàòèè. Ðåçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðè ïëàíèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî ýêñòðåìàëüíî ñèëüíîìó ñæàòèþ ñî-
äåðæèìîãî ïóçûðüêîâ. Èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ïðè îöåíêå ðåàëè-
ñòè÷íîñòè ðàçëè÷íûõ òåîðèé ñèëüíîãî ñæàòèß, îñíîâàííûõ íà ãèïîòåçå î
ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðîöåññà ñæàòèß.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-
ëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèßõ è íàó÷íûõ øêîëàõ: VI Âñåðîññèéñêèé
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ñåìèíàð ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèß¿ (Êàçàíü,
2005); V Ìîëîäåæíàß øêîëà-êîíôåðåíöèß ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèß - 2006¿
(Êàçàíü, 2006); Íàó÷íàß êîíôåðåíöèß ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû åñòåñòâåí-
íûõ è ãóìàíèòàðíûõ íàóê¿ (Çåëåíîäîëüñê, 2006); IV Âñåðîññèéñêàß íà-
ó÷íàß êîíôåðåíöèß ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è¿
(Ñàìàðà, 2007); Ðîññèéñêàß êîíôåðåíöèß ¾Ìåõàíèêà è õèìè÷åñêàß ôèçè-
êà ñïëîøíûõ ñðåä¿ (Áèðñê, 2007); IX Ìåæäóíàðîäíàß êîíôåðåíöèß ¾Çà-
áàáàõèíñêèå íàó÷íûå ÷òåíèß¿ (Ñíåæèíñê, 2007); VII Âñåðîññèéñêèé ñå-
ìèíàð ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèß¿ (Êàçàíü,
2007); VI Ìîëîäåæíàß íàó÷íàß øêîëà-êîíôåðåíöèß ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèß
- 2007¿ (Êàçàíü, 2007); VIII Âñåðîññèéñêèé ñåìèíàð ïî àíàëèòè÷åñêàß ìå-
õàíèêà, óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëåíèþ äâèæåíèåì (Êàçàíü, 2008); Ðîññèé-
ñêèé ñèìïîçèóì ¾Äèíàìèêà ìíîãîôàçíûõ ñðåä¿ (Êàçàíü, 2008); Ìåæäóíà-
ðîäíàß íàó÷íàß êîíôåðåíöèß ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß è ñìåæíûå
ïðîáëåìû¿ (Ñòåðëèòàìàê, 2008); Âñåðîññèéñêèé VI Øêîëà-ñåìèíàð ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ àêàä. ÐÀÍ Â.Å.Àëåìàñîâà ¾Ïðîáëåìû òåïëî-
ìàññîîáìåíà è ãèäðîäèíàìèêè â ýíåðãîìàøèíîñòðîåíèè¿ (Êàçàíü, 2008);
VIII Âñåðîññèéñêèé ñåìèíàð ïî àíàëèòè÷åñêàß ìåõàíèêà, óñòîé÷èâîñòè è
óïðàâëåíèþ äâèæåíèåì (Êàçàíü, 2008); Èòîãîâûå íàó÷íûå êîíôåðåíöèè
Èíñòèòóòà ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèß Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ
çà 2006, 2007 ã.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû Îòäåëåíèß ýíåðãåòèêè, ìàøè-
íîñòðîåíèß, ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèß ÐÀÍ, ïðè ïîääåðæêå Ðîñ-
ñèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû  05-01-00415-
à,  08-01-00215,  08-01-97029-ð_ïîâîëæüå_à).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 12 ñòàòåé è 4 òåçè-
ñîâ. Èç íèõ 2 ñòàòüè  â èçäàíèßõ, âõîäßùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ.
Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷å-
òûðåõ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ âîñåìíàäöàòü ïàðàãðàôîâ è çàêëþ÷åíèß, èçëî-
æåííûõ íà 120 ñòðàíèöàõ, âêëþ÷àß 28 ðèñóíêîâ è ñïèñîê èñïîëüçîâàííîé
ëèòåðàòóðû èç 131 íàèìåíîâàíèß.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îòìå÷åíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Îïðåäåëåíà
öåëü ðàáîòû. Îòìå÷åíà åå íàó÷íàß íîâèçíà. Ïðåäñòàâëåíî êðàòêîå ñîäåð-
æàíèå ðàçäåëîâ äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåí îáçîð ðàáîò ïî äèíàìèêå ñôåðè÷åñêîãî è
íåñôåðè÷åñêîãî ïóçûðüêà è ìåòîäàì åå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèß. Â ïà-
ðàãðàôå 1 ðàññìîòðåíû ïðèìåíßåìûå â íàñòîßùåå âðåìß ìîäåëè è ìåòî-
äû ðàñ÷åòà äèíàìèêè ïóçûðüêà. Â ïàðàãðàôå 2 ïðèâåäåí îáçîð ëèòåðàòó-
ðû ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèß óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè: ßâíûå,
íåßâíûå è ßâíî-íåßâíûå ñõåìû, ìåòîäû èñêóññòâåííîé âßçêîñòè, ìåòîäû
àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèß, ñîâðåìåííûå ìåòîäû
ïîâûøåííîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè.
Â ïàðàãðàôå 3 ñôîðìóëèðîâàíû êðàòêèå âûâîäû ïî ïåðâîé ãëàâå.
Âî âòîðîé ãëàâå îïèñàíû ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü è ìåòîä ðàñ÷åòà
ñèëüíîãî ñæàòèß ãàçîâîãî ïóçûðüêà â ñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Â ïàðàãðàôå 4 îïèñàíà ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü äèíàìèêè íåñôåðè÷å-
ñêîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà, êîòîðàß ßâëßåòñß îáîáùåíèåì îäíîìåð-
íîé ìîäåëè Íèãìàòóëèíà íà äâóìåðíûé ñëó÷àé. Ìîäåëü ïîñòðîåíà íà îñ-
íîâå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå êàê ãàçà â ïî-
ëîñòè ïóçûðüêà, òàê è îêðóæàþùåé åãî æèäêîñòè. Íåñòàöèîíàðíûå óðàâ-
íåíèß ãàçîâîé äèíàìèêè â áåñêîîðäèíàòíîé ôîðìå èìåþò âèä:
ρt +∇ · (ρu) = 0 , (1)
(ρu)t + (∇ · ρu)u+ (ρu · ∇)u+∇p = 0 , (2)
(ρE)t +∇ · [(ρE + p)u− κ∇T ] = 0 , (3)
ñ óðàâíåíèßìè ñîñòîßíèß âèäà p = p(ρ, T ), ε = ε(ρ, T ). Çäåñü t  âðå-
ìß, ρ  ïëîòíîñòü, u  âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñðåäû, p  äàâëåíèå,
E = ε + u2/2  óäåëüíàß ïîëíàß ýíåðãèß, ε  óäåëüíàß âíóòðåííßß
ýíåðãèß, T  òåìïåðàòóðà, κ  êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Íèæíèé
èíäåêñ t îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèß íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè r = rs èìåþò âèä
ρ+
(
D− u+) · n = ρ− (D− u−) · n = j , p+ = p− + 2Hσ , (4)
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T+ = T− , (κ∇T · n)+ − (κ∇T · n)− = jl , (5)
ãäå D = ∂rs/∂t = D · n  ñêîðîñòü ñìåùåíèß ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè ïó-
çûðüêà, n  âíåøíßß åäèíè÷íàß íîðìàëü, σ  êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòßæåíèß, 2H  ñðåäíßß êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, j  èíòåíñèâíîñòü
ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé, l  òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèß. Çíàê ïëþñ ñâåðõó
îòíîñèòñß ê ñòîðîíå æèäêîñòè, à ìèíóñ  ê ñòîðîíå ãàçà.
Çàâèñèìîñòè κ±(T ), l(T ), σ(T ) ßâëßþòñß àïïðîêñèìàöèßìè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, j îïðåäåëßåòñß ïî ôîðìóëå Ãåðöà  Êíóäñåíà 
Ëåíãìþðà. Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè r = rf çàäàþòñß äàâëåíèå
p = pf(t) è òåìïåðàòóðà T = Tf(t).
Äëß ó÷åòà íåñôåðè÷íîñòè ïóçûðüêà, áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ äàâëåíèß è
òîíêèõ òåïëîâûõ ïðèãðàíè÷íûõ ñëîåâ â îêðåñòíîñòè ìåæôàçíîé ãðàíèöû
ïðèìåíßþòñß ñìåøàííûå ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûå (ÑÝË) êîîðäèíàòû. Ñî-
îòíîøåíèå ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò r, θ, φ (è ñâßçàííîãî ñ íèìè âðåìåíè
t) ñ ÑÝË êîîðäèíàòàìè ξ, η, ζ (è ñâßçàííîãî ñ íèìè âðåìß τ ) èìååò âèä:
r = r(ξ, η, τ) , θ = θ(η) , φ = ζ , t = τ .
Â ïàðàãðàôå 5 ïðèâîäèòñß êîíå÷íî-îáúåìíûé ìåòîä ðåøåíèß óðàâíå-
íèé (1)(3), ñîñòîßùèé â òîì, ÷òî íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ñíà÷àëà
ñòðîèòñß ðàñ÷åòíàß ñåòêà, à çàòåì â äâà ýòàïà âûïîëíßþòñß âû÷èñëåíèß,
ïîñòðîåííûå ïî ïðèíöèïó ðàñùåïëåíèß ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì. Äàåò-
ñß îïèñàíèå àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèß ñåòêè è ðàñ÷åòîâ íà ïåðâîì è âòîðîì
ýòàïàõ. Íà ïåðâîì ýòàïå èãíîðèðóåòñß òåïëîïðîâîäíîñòü ãàçà è æèäêîñòè.
Çäåñü ðåøàþòñß óðàâíåíèß (1)(3) áåç ó÷åòà òåïëîâûõ ïîòîêîâ. Âëèßíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè ó÷èòûâàåòñß íà âòîðîì ýòàïå. Äëß ýòîãî ðåøàåòñß óðàâ-
íåíèå ýíåðãèè.
Íà ïåðâîì ýòàïå èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå óðàâíåíèß ãàçîâîé äèíàìè-
êè:
Qτ + Fξ +Gη = S , (6)
ãäå
Q = Jq , F = Jf , G = Jg , S = Js ,
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f =

ρ (U − Uw)
ρu (U − Uw) + pξr
ρv (U − Uw) + pr−1ξθ
ρE (U − Uw) + pU
 , g =

ρV
ρuV
ρvV + pr−1ηθ
ρEV + pV
 ,
s =

−ρ (2u+ v ctg θ) r−1
−ρ (2u2 + uv ctg θ − v2) r−1
−ρ (uv − vrτ + 2uv + v2 ctg θ) r−1
− (p+ ρE) (2u+ v ctg θ) r−1
 ,
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè (4) íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè è p = pf(τ)
íà âíåøíåé ãðàíèöå æèäêîñòè. Çäåñü U = uξr + vr−1ξθ, V = vr−1ηθ,
Uw = uwξr, uw = rτ , u, v  êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñðåäû,
uw  ðàäèàëüíàß êîìïîíåíòà âåêòîðà ñêîðîñòè ÑÝË êîîðäèíàò, ξr = θη/J ,
ξθ = −rη/J , ηθ = rξ/J , J = rξθη  ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèß.
Ñèñòåìà (6) ñ óêàçàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè ðåøàåòñß ÷èñëåííî ñ
ïðèìåíåíèåì ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ãîäóíîâà íà îñíîâå UNO-ñõåìû (UNO
 uniformly nonoscillatory, ðàâíîìåðíî íåîñöèëëèðóþùàß). Àëãîðèòì ðå-
øåíèß ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ øàãîâ.
Øàã 1. Ëèíåéíàß èíòåðïîëßöèß âåêòîðà qˆ = (ρˆ , ρˆuˆ , ρˆvˆ , ρˆEˆ)T â ß÷åéêå
ñ íîìåðîì ik íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì ñëîå:
qˆn = qˆnik + (ξ − ξi) (qˆξ)nik + (η − ηk) (qˆη)nik , (7)
ãäå ξi−1/2 < ξ < ξi+1/2, ηk−1/2 < η < ηk+1/2.
Äëß ïîäàâëåíèß íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëßöèé â îêðåñòíîñòè ðàçðûâîâ ïðè
îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ qˆξ è qˆη èñïîëüçóåòñß UNO -
îãðàíè÷èòåëü âèäà:
(qˆξ)
n
ik = minmod
[
41ik −
1
2
42i+1/2,k ,41i−1,k +
1
2
42i−1/2,k
]
/4ξ , (8)
minmod[x, y] = 1
2
(sign(x) + sign(y))min (|x| , |y|) , 41ik = qˆni+1,k − qˆnik ,
42i+1/2,k = fmin
[
qˆni+1,k − 2qˆnik + qˆni−1,k , qˆni+2,k − 2qˆni+1,k + qˆnik
]
,
fmin[x, y] =
{
x, |x| ≤ |y|;
y, |x| > |y|.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëßåòñß ïðîèçâîäíàß qˆ ïî êîîðäèíàòå η.
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Øàã 2. Ïðåäèêòîð: âû÷èñëåíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íà ïðîìåæó-
òî÷íîì âðåìåííîì ñëîå ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëîæåíèß â ðßä Òåéëîðà
qˆ
n+1/2
ik = qˆ
n
ik + (qˆτ)
n
ik
4τn
2
(9)
è çàìåíû âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîñòðàíñòâåííûìè
qτ = b− Azξ −Bzη ,
ãäå
b = s− 1
J
(Jτq+ Jξf + Jηg) , z = (ρ, ρu, ρv, ρE, r)
T , A =
∂f
∂z
, B =
∂g
∂z
.
Âû÷èñëåíèå ìàòðèö A è B ðàçìåðíîñòè 4× 5 ñîñòàâëßåò îñíîâíóþ ñëîæ-
íîñòü ðàñ÷åòà ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèß qˆn+1/2ik ïðè-
ìåíßþòñß äëß âû÷èñëåíèß ñåòî÷íîãî àíàëîãà âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ
Sˆ
n+1/2
ik = S(Qˆ
n+1/2
ik ), ãäå Qˆ
n+1/2
ik = Jˆ
n+1/2
ik qˆ
n+1/2
ik .
Øàã 3. Ðàñ÷åò ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ F è G ÷åðåç ãðàíèöû ìåæäó ß÷åé-
êàìè. Ñíà÷àëà ïî ôîðìóëàì (7) è (9) îïðåäåëßþòñß âõîäíûå äàííûå äëß
ðåøåíèß çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà íà ãðàíßõ ìåæäó ß÷åéêàìè íà ìîìåíò
âðåìåíè τ = τn+1/2 :
qˆ
n+1/2
i−1/2R,k = qˆ
n+1/2
ik −
4ξ
2
(qˆξ)
n
ik , qˆ
n+1/2
i+1/2L,k = qˆ
n+1/2
ik +
4ξ
2
(qˆξ)
n
ik .
Çàòåì ïî ðåøåíèßì çàäà÷ ðàñïàäà ðàçðûâîâ ïî ξ è η íàïðàâëåíèßì
qˆ
n+1/2
i+1/2,k = Riemann(qˆ
n+1/2
i+1/2L,k
, qˆ
n+1/2
i+1/2R,k),
qˆ
n+1/2
i,k+1/2 = Riemann(qˆ
n+1/2
i,k+1/2L, qˆ
n+1/2
i,k+1/2R) ,
íàõîäßòñß ÷èñëåííûå ïîòîêè Fˆn+1/2i+1/2,k, Gˆ
n+1/2
i,k+1/2. Çäåñü èíäåêñû L è R îáî-
çíà÷àþò îòíîøåíèå ïàðàìåòðà ê ãðàíè ß÷åéêè ïî ðàçíûå åå ñòîðîíû (ñëå-
âà è ñïðàâà ïî íàïðàâëåíèþ ξ èëè ñíèçó è ñâåðõó  ïî η). Îïåðàòîð
Riemann(xL,xR) îáîçíà÷àåò ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà.
Øàã 4. Êîððåêòîð: âû÷èñëåíèå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé íà ñëåäóþùåì âðå-
ìåííîì ñëîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ßâíîé êîíå÷íî-îáúåìíîé ñõåìû:
Qˆn+1ik − Qˆnik
4τn +
Fˆ
n+1/2
i+1/2,k − Fˆn+1/2i−1/2,k
4ξ +
Gˆ
n+1/2
i,k+1/2 − Gˆn+1/2i,k−1/2
4η = Sˆ
n+1/2
ik .
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Ðàññ÷èòàííûå ïî äàííîé ñõåìå çíà÷åíèß ïîëíîé ýíåðãèè íà âòîðîì ýòàïå
áóäóò êîððåêòèðîâàòüñß ñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè.
Åñëè â (8) ïîëîæèòü 42i±1/2,k = 0, òî ïîëó÷èòñß TVD-ñõåìà âòîðîãî
ïîðßäêà òî÷íîñòè. Òî÷íîñòü TVD-ñõåì ñíèæàåòñß íå òîëüêî â îêðåñòíî-
ñòè ðàçðûâîâ ðåøåíèß, íî è â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ïðè
(qˆξ)
n
ik = (qˆη)
n
ik = (qˆτ)
n
ik = 0 ïîëó÷àåòñß êëàññè÷åñêàß ñõåìà Ãîäóíîâà
ïåðâîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè. Òàêàß âçàèìîñâßçü óäîáíà äëß êîíòðîëß ïðà-
âèëüíîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà.
Íà âòîðîì ýòàïå ó÷èòûâàåòñß âëèßíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Äëß ýòîãî
ðåøåíèå óðàâíåíèß ýíåðãèè íàõîäèòñß ïî ßâíîé ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì
âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëß òåìïåðàòóðû, îïðåäåëßåìîãî ïî íåßâíîé ñõåìå èç
óðàâíåíèß òåïëîïðîâîäíîñòè
Tτ + Tξ (U − Uw) + TηV + k1√
h
∂
∂ξ
[
κ
√
h
(
Tξs
2 + Tηξθηθr
−2)]+
+
k1√
h
∂
∂η
[
κ
√
h (Tξξθ + Tηηθ) ηθr
−2
]
=
= − k2√
h
[
∂
∂ξ
(
U
√
h
)
+
∂
∂η
(
V
√
h
)]
,
(10)
ãäå k1 = −1/ (ρεT ), k2 =
(
p− ρ2εp
)
/ (ρεT ), s =
√
ξr
2 + ξθ
2r−2. Óðàâíåíèå
(10) ðåøàåòñß ñ êîíòàêòíûìè óñëîâèßìè (5), óñëîâèåì íà âíåøíåé ïîâåðõ-
íîñòè æèäêîñòè T = Tf(τ) è óñëîâèåì Tξ = 0 ïðè r = 0. Ïðè ýòîì èñïîëü-
çóåòñß ñõåìà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé. Åå ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò ê äâóì
ñèñòåìàì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ðåøàþòñß ìåòîäîì ìàòðè÷-
íîé ïðîãîíêè.
Â ïàðàãðàôå 6 ñôîðìóëèðîâàíû êðàòêèå âûâîäû ïî âòîðîé ãëàâå.
Òðåòüß ãëàâà ïîñâßùåíà âåðèôèêàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðàñ÷å-
òà è åãî êîìïüþòåðíîãî êîäà. Ïðèâîäßòñß ðåøåíèß ðßäà äâóìåðíûõ çà-
äà÷, èìåþùèõ ëèáî èçâåñòíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ëèáî ýêâèâàëåíò-
íóþ ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëèðîâêó â âèäå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðûõ ëåãêî íàõîäèòñß ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóí-
ãå  Êóòòà, ëèáî ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå äðóãèìè àâòîðàìè.
Â ïàðàãðàôå 7 âûïèñàíû óðàâíåíèß ýâîëþöèè ðàäèóñà ïóçûðüêà è åãî
ìàëîãî îòêëîíåíèß îò ñôåðè÷åñêîé ôîðìû â ñëîå æèäêîñòè, ïîëó÷åííûå
â ðàìêàõ óïðîùåííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåí-
10
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðßäêà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè íåñóùåñòâåííà. Èõ àíàëèòè÷åñêîå èëè ÷èñëåííîå
ðåøåíèå èñïîëüçîâàëîñü â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî â çàäà÷àõ äèíàìèêè ïó-
çûðüêà â ñëîå æèäêîñòè. Ïàðàãðàôû 8-12 ñîäåðæàò ðåçóëüòàòû òåñòèðî-
âàíèß ïðåäëàãàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ çàäà-
÷àõ: î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèßõ ôîðìû ïóçûðüêà ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñò-
íîãî íàòßæåíèß (ïàðàãðàô 8), î ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèßõ ôîðìû è îáúå-
ìà ïóçûðüêà ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòßæåíèß (ïàðàãðàô 9), îá
ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäàëüíîãî ïóçûðüêà â ñôåðè÷åñêîé êîë-
áå ïðè ðàäèàëüíîì äâèæåíèè ñòåíêè êîëáû (ïàðàãðàô 10), îá ýâîëþöèè
ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäàëüíîãî ïóçûðüêà â ñëîå æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì
ïîâåðõíîñòíîãî íàòßæåíèß íà ñâîáîäíîé âíåøíåé ãðàíèöå (ïàðàãðàô 11),
îá îáòåêàíèè ñôåðè÷åñêîãî òåëà îäíîðîäíûì ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà
(ïàðàãðàô 12).
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëßåò ïðàâèëüíî îïèñàòü ýâî-
ëþöèþ íåñôåðè÷åñêîé ôîðìû ïóçûðüêà, ñîâìåñòíîå ñôåðè÷åñêîå è íåñôå-
ðè÷åñêîå äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, âëèßíèå âíåøíåé ãðàíèöû íà
ýâîëþöèþ ôîðìû ïóçûðüêà. Âûßâëåíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñ óäî-
âëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü ôîðìó íåñôåðè÷åñêîé
óäàðíîé âîëíû è çíà÷åíèß ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â îêðåñòíîñòè åå
ôðîíòà. Âî âñåõ çàäà÷àõ äîñòèãíóòà òî÷íîñòü, õàðàêòåðíàß äëß UNO-ñõåì.
Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïðèìåíåíèåì êëàññè÷åñêîé
ñõåìû Ãîäóíîâà è åå UNO- è TVD-ìîäèôèêàöèé âòîðîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè
ïîêàçàëî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå UNO-ìîäèôèêàöèè ßâëßåòñß áîëåå ïðåäïî-
÷òèòåëüíûì. Ñõåìà Ãîäóíîâà îáëàäàåò áîëüøîé ÷èñëåííîé âßçêîñòüþ çà
ñ÷åò ïåðâîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè, à TVD-ñõåìà òåðßåò âòîðîé ïîðßäîê òî÷-
íîñòè â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ.
Â ïàðàãðàôå 13 ïðèâåäåíû êðàòêèå âûâîäû ïî òðåòüåé ãëàâå.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü è ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåä-
ëàãàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðè îïèñàíèè ñèëüíîãî ñæàòèß ïóçûðüêà.
Ïàðàãðàô 14 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé çàäà÷è î
ñèëüíîì ÷èñòî ñôåðè÷åñêîì ñæàòèè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà â äåéòåðè-
ðîâàííîì àöåòîíå. Â ýòîé çàäà÷å â ôèíàëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà ñæàòèß
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â ðåçóëüòàòå áûñòðîãî ñõîæäåíèß ñòåíêè ïóçûðüêà ôîðìèðóåòñß óäàðíàß
âîëíà. Ñî âðåìåíåì åå èíòåíñèâíîñòü áûñòðî âîçðàñòàåò, à ïðîôèëü äàâ-
ëåíèß â ñëåäóþùåé çà íåé âîëíå ñæàòèß óñëîæíßåòñß.
Ðèñ. 1. Ðàäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèß äàâëåíèß ãàçà â ïîëîñòè ïóçûðüêà â
ôèíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèß, ïîëó÷åííûå ñ ïðèìåíåíèåì êëàññè÷åñêîé ñõå-
ìû Ãîäóíîâà, åå UNO (A) è TVD-ìîäèôèêàöèé (B). Áóêâû G, U è T îçíà-
÷àþò ðàñ÷åòû ìåòîäîì Ãîäóíîâà, åãî UNO è TVD-ìîäèôèêàöèßìè, ñîîò-
âåòñòâåííî. Öèôðàìè óêàçàíû ðàñ÷åòíûå ñåòêè: 1 - 150+385, 2 - 300+770,
3 - 600+1540, 4 - 1200+3080.
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ó÷èòûâàëàñü ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè, òåïëî-
ïðîâîäíîñòü è ãàçà, è æèäêîñòè, ðàçðûâû ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû, ïðèìåíßëèñü ðåàëèñòè÷íûå óðàâíåíèß ñîñòî-
ßíèß. Íà ðèñ.1A ïðèâîäßòñß ðàäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèß äàâëåíèß ãàçà â
ïîëîñòè ïóçûðüêà â ôèíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèß, ïîëó÷åííûå íà ðßäå ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ñãóùàþùèõñß ðàñ÷åòíûõ ñåòîê Ng+Nl (Ng  ÷èñëî ß÷ååê â
îáëàñòè ãàçà, àNl  ÷èñëî ß÷ååê â îáëàñòè æèäêîñòè) ïî ìåòîäó íàñòîßùåé
ðàáîòû è ñ ïðèìåíåíèåì êëàññè÷åñêîé ñõåìû Ãîäóíîâà, øèðîêî èñïîëüçó-
åìîé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñôåðè÷åñêîãî ñæàòèß ïóçûðüêà. Äëß ïîëó÷åíèß
óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè ïî ìåòîäó íàñòîßùåé ðàáîòû òðåáóåòñß ñåò-
êà 300+770, à äëß êëàññè÷åñêîé ñõåìû Ãîäóíîâà äàæå ñåòêè 1200+3080
îêàçûâàåòñß íåäîñòàòî÷íî. Òàêèì îáðàçîì, äëß äîñòèæåíèß ýòàëîííîãî
ðåøåíèß ñ ïðèìåíåíèåì êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ãîäóíîâà çàòðàòû êîìïüþ-
òåðíîãî âðåìåíè îêàçûâàþòñß áîëåå ÷åì â äåñßòêè ðàç áîëüøèìè, ÷åì ïðè
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ðàñ÷åòàõ ìåòîäîì íàñòîßùåé ðàáîòû.
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ñ óäàðíûìè âîëíàìè øèðîêî ïðèìåíß-
þòñß TVD-ñõåìû. Íà ðèñ. 1B ïðèâîäèòñß ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ,
ïîëó÷åííûõ ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì è àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì íà îñíîâå
TVD-ìîäèôèêàöèè ñõåìû Ãîäóíîâà. Âèäíî, ÷òî TVD-ñõåìà ïîäðåçàåò
ýêñòðåìóì ðåøåíèß: ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèß ó ðåøåíèß ìåòîäîì
TVD ìåíüøå, ÷åì ó ðåøåíèß ìåòîäîì UNO. UNO-ñõåìà â ∼ 4 ðàçà ýêîíî-
ìè÷íåå, ÷åì TVD-ñõåìà.
Â ïàðàãðàôå 15 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñõëîïûâàíèè ïóñòîé íåñôåðè-
÷åñêîé ïîëîñòè â æèäêîñòè. Åå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî äî óìåíüøåíèß
ðàäèóñà ïîëîñòè â 50 ðàç UNO-ìîäèôèêàöèß ìåòîäà Ãîäóíîâà ßâëßåòñß â
òûñß÷è ðàç ýêîíîìè÷íåå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ãîäóíîâà è â 8 ðàç ýêîíî-
ìè÷íåå åãî TVD-ìîäèôèêàöèè.
Ïàðàãðàô 16 ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå çàäà÷è îá àäèàáàòè÷åñêîì ñæàòèè
âîçäóøíîãî ïóçûðüêà â âîäå. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè
íàñòîßùåé ðàáîòû ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïî îäíîé èç óïðîùåííûõ ìîäå-
ëåé, îñíîâàííûõ íà ðàñùåïëåíèè äâèæåíèß æèäêîñòè íà ñôåðè÷åñêóþ è
íåñôåðè÷åñêóþ ñîñòàâëßþùèå, ïîêàçàëî, ÷òî óïðîùåííàß ìîäåëü çàâûøà-
åò íà ∼ 40% ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ïóçûðüêà.
Â ïàðàãðàôå 17 äåìîíñòðèðóåòñß ðàáîòîñïîñïîñîáíîñòü ïðåäëàãàåìî-
ãî ìåòîäà èññëåäîâàíèß ñèëüíîãî íåñôåðè÷åñêîãî ñæàòèß ïóçûðüêà â òîì
ñëó÷àå, êîãäà â åãî ïîëîñòè âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå íåîäíîðîäíîñòè, è
äàæå óäàðíûå âîëíû. Ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
äâóìåðíîé çàäà÷è ñèëüíîãî ñæàòèß íåñôåðè÷åñêîãî êàâèòàöèîííîãî ïó-
çûðüêà â äåéòåðèðîâàííîì àöåòîíå. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíî ðàçâèòèå ïðî-
öåññà ñæàòèß ïóçûðüêà â åãî ôèíàëüíîé ñòàäèè (ìîìåíòû âðåìåíè t1−3).
Ïî êðèâûì òåìïåðàòóðû âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü óäàðíîé âîëíû äîâîëü-
íî áûñòðî âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì â ìîìåíò t3 ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèß òåì-
ïåðàòóðû íà ôðîíòå óäàðíîé âîëíû íà ðàçíûõ ëó÷àõ ðàçëè÷àþòñß áîëåå
÷åì â 2 ðàçà, à ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèß äàâëåíèß â âîëíå ñæàòèß çà åå
ôðîíòîì  â ∼ 10 ðàç. Èç ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî â ïðîöåññå íåñôåðè÷åñêîãî
ñæàòèß äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà â ïîëîñòè ïóçûðüêà ìîãóò áûòü âûøå,
÷åì ïðè ÷èñòî ñôåðè÷åñêîì ñæàòèè.
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Ðèñ. 2. Ðàäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèß äàâëåíèß è òåìïåðàòóðû âíóòðè ïîëî-
ñòè ïóçûðüêà äëß òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1−3 ôèíàëü-
íîé ñòàäèè ñæàòèß â ñå÷åíèßõ θ = 0 (êðèâûå 1) è θ = pi/2 (êðèâûå 2). Ýòè
ðàñïðåäåëåíèß äàíû ñïëîøíûìè êðèâûìè. Äëß ñðàâíåíèß ïóíêòèðíûìè
êðèâûìè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëß ñæàòèß ÷èñòî ñôåðè÷åñêîãî
ïóçûðüêà.
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Ðèñ. 3. Èçîëèíèè äàâëåíèß è òåìïåðàòóðû ïàðà â ïóçûðüêå è íåáîëüøîé
îêðåñòíîñòè îêðóæàþùåé æèäêîñòè â òðè ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2 ìî-
ìåíòà âðåìåíè t1−3 ôèíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèß: ñëåâà  èçîáàðû; ñïðàâà 
èçîòåðìû (ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà îáîçíà÷åíà ñèìâîëàìè ¥ ).
Â ïðîöåññå ñæàòèß ôîðìà ïóçûðüêà èçìåíßåòñß îò ïðèïëþñíóòîé ïî
îñè ñèììåòðèè ñôåðû (â íà÷àëå ñæàòèß) äî âûòßíóòîé (â ôèíàëå ñæà-
òèß). Äëß èëëþñòðàöèè îñîáåííîñòåé äèíàìèêè ïàðà âíóòðè ïóçûðüêà â
ôèíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèß íà ðèñ. 3 ïðèâîäßòñß èçîëèíèè äàâëåíèß è òåì-
ïåðàòóðû â ìîìåíòû âðåìåíè t1−3. Íà êàæäîì ãðàôèêå èçîáðàæåíû 10
ëèíèé óðîâíß, êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè
è ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèßìè p è T . Âèäíî, ÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèß ê
öåíòðó ïóçûðüêà óäàðíàß âîëíà äîâîëüíî ñèëüíî äåôîðìèðóåòñß. Ñíà÷àëà
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(ìîìåíò t1) åå ôîðìà ïîäîáíà ôîðìå ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà (âûòßíóòîìó
ïî îñè ñèììåòðèè ýëëèïñîèäó). Çàòåì (ìîìåíò t2) ó íåå ñâåðõó (è ñíèçó)
ïîßâëßåòñß âìßòèíà. Â õîäå äàëüíåéøåãî ñæàòèß ôîðìà óäàðíîé âîëíû
èçìåíßåòñß, òàê ÷òî ê ìîìåíòó t3 â åå âåðõíåé (è íèæíåé) ÷àñòè îñåâîãî
ñå÷åíèß ïðè θ ≈ pi/4 (θ ≈ 3pi/4) âîçíèêàåò çàîñòðåíèå. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâà-
þò, ÷òî â ðàìêàõ ïðèíßòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäëàãàåìûé ìåòîä
ðàñ÷åòà óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò äèíàìèêó æèäêîñòè è ïàðà â ïî-
ëîñòè ïóçûðüêà äî òåõ ïîð, ïîêà ðàäèóñ ðàäèàëüíî ñõîäßùåéñß óäàðíîé
âîëíû â ïóçûðüêå íå ñòàíåò ìåíüøå 8% òåêóùåãî ðàäèóñà ïóçûðüêà.
Â ïàðàãðàôå 18 ïðèâåäåíû êðàòêèå âûâîäû ïî ÷åòâåðòîé ãëàâå.
Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîí-
íîé ðàáîòå.
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ
1. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü ñèëüíîãî ñæàòèß îñåñèììåòðè÷-
íîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà, ßâëßþùàßñß îáîáùåíèåì îäíîìåðíîé ìî-
äåëè Íèãìàòóëèíà.
2. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèß íåñôå-
ðè÷åñêîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà íà îñíîâå UNO-ìîäèôèêàöèè ìåòîäà
Ãîäóíîâà âòîðîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè.
3. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñóùåñòâåííî ýêîíîìè÷íåå êëàñ-
ñè÷åñêîãî ìåòîäà Ãîäóíîâà ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ (îñåñèììåòðè÷íûõ)
çàäà÷ ñèëüíîãî ñæàòèß ïóçûðüêà.
4. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà óäîâëåòâîðèòåëüíî îïè-
ñûâàåò ñèëüíîå ñæàòèå íåñôåðè÷åñêîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà â äåé-
òåðèðîâàííîì àöåòîíå äî òåõ ïîð, ïîêà ðàäèóñ óäàðíîé âîëíû â ïóçûðüêå
íå ñòàíåò ìåíüøå 8% ðàäèóñà ïóçûðüêà.
5. Âûßâëåí îäèí èç âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèß íåñôåðè÷íîñòè
óäàðíîé âîëíû â ïóçûðüêå â ôèíàëüíîé ñòàäèè ñæàòèß. Ïîêàçàíà òðàíñ-
ôîðìàöèß íåñôåðè÷åñêèõ çîí ýêñòðåìàëüíî âûñîêîãî äàâëåíèß è òåìïåðà-
òóðû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïðîöåññå ñæàòèß äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà âíóòðè
ïóçûðüêà â íåñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü âûøå, ÷åì â ñôåðè÷åñêîì.
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1. Àãàíèí À.À. Ýâîëþöèß ôîðìû îñåñèììåòðè÷íîãî ïóçûðüêà ïðè êîë-
ëàïñå / À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà // Ìàòåðèàëû Øåñòîãî Âñåðîññèé-
ñêîãî ñåìèíàðà ¾Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèß¿.
Êàçàíü: Èçä-âî ÊÃÓ, 2005. C. 2428.
2. Õàëèòîâà Ò.Ô. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè îñåñèììåòðè÷íî-
ãî ãàçîâîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè / Ò.Ô. Õàëèòîâà // Ñáîðíèê äîêëàäîâ
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû åñòåñòâåííûõ è ãóìàíèòàð-
íûõ íàóê¿. Êàçàíü: Èçä-âî ÊÃÓ, 2006. C. 7274.
3. Àãàíèí À.À. Ìîäåëèðîâàíèå ñèëüíîãî ñæàòèß îñåñèììåòðè÷íîãî ãà-
çîâîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè / À.À. Àãàíèí, Ò.Ô. Õàëèòîâà // Ìàòåðèàëû
Ïßòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû-êîíôåðåíöèè ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèß -
2006¿. Êàçàíü: Êàçàíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, 2006. Ñ. 78.
4. Àãàíèí À.À. Ìîäåëèðîâàíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëîñòè â æèä-
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